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И Н В А Р И А Н Т Н Ы Е  П О Д П Р О С Т Р А Н С Т В А  В  П Р О С Т Р А Н С Т В А Х  
Г Р А Н И Ч Н Ы Х  З Н А Ч Е Н И Й  А Н А Л И Т И Ч Е С К И Х  Ф У Н К Ц И Й  В  
О Б Л А С Т Я Х  С О  С П Р Я М Л Я Е М О Й  Г Р А Н И Ц Е Й
Г. Ц. ТУМ АРКИН
В работе распространяются известные результаты Берлинга об инва­
риантных подпространствах оператора сдвига на инвариатные подпространст­
ва оператора S  умножения на £ в пространствах Ер, р > О, граничных зна­
чений функций f (z )y' принадлежащих классам EP(G) В. И. Смирнова в об­
ластях G со спрямляемой границей у. При этом оказывается, что струк­
тура инвариантных пространств оператора £  в Ер оказывается аналогичной 
ранее отмечавшейся в пространствах Нр. Соответствующие подпространства 
имеют вид 1.Ер> где I(z) —  внутренняя (по терминологии Берлинга) функция 
в G ( I I(z) |≤ 1 в О, I /(QI =  1 почти всюду на у).
Однако характеристические признаки циклических (воспроизводящих) 
элементов оператора 5  в пространствах Ер в произвольных областях ока­
зываются по форме отличными от того, что было в пространствах Нр. Такие
QÄZ)элементы /(£) имеют параметрическое представление вида f (z )  =  ela где
Q/z) —  внешняя функция, a I*(z) —  внутренняя функция, зависящая только 
от области G и сводящаяся к константе I*(z)≡≡\ только в областях класса 
В. И. Смирнова.
Далее исследуются инвариантные подпространства оператора 5*, сопря­
женного к S  в пространстве Е2. Устанавливаются необходимые и достаточ­
ные условия для того, чтобы /(Q£Zf2 являлось нециклическим элементом 
оператора S* в E2∙ Эти условия заключаются в том, что функция 
где t —  угол наклона касательной в точке С к кривой у, является угловым 
граничным значением мероморфной в области G функции с ограниченной 
неванлинновской характеристикой.
1 . И н в а р и а н т н ы е  п о д п р о с т р а н с т в а  о п е р а т о р а  с д в и г а .  Приведем хо­
рошо известные определения и результаты об операторе сдвига.
Пусть Н  —  сепарабельное гильбертово пространство с ортонормиро- 
ванным базисом {/„}, п — О, 1 , 2, . . .. Оператор сдвига S на И  задается фор­
мулами^
Sln≈ l n+i, п =  Оу 1 , 2,. . ..
Бёрлингу удалось впервые описать инвариантные подпространства M czH  
относительно S, т. е. такие М, что SMczM. Можно отождествить /У с прос­
транством И2 Харди, состоящим из граничных значений F(eiB) аналитических 
в круге |^|<1 функций F(w\ для которых
2 п
J I F(relQ) !2 dQ <>C< со, 0 < г < 1 .
о
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Как известно, каждая функция F{z )£H2 имеет почти всюду на \ w\≈\  угло­
вые граничные значения F(ei0)( :L^  При этом комплексный ряд Фурье таких 
функций имеет вид
(1) * F(eiQ) =  "∑° cnein0.
п = О
Здесь Сп являются коэффициентами разложения аналитической функции 
F(w) в ряд Тейлора
F(w) =  ∑ cnwn.
п = о
Сходимость ряда Фурье (1) гарантирована не только в среднем, как это 
следует из равенства Парсеваля, но также по известному результату Карле- 
сона и почти всюду.
Рассмотрим отображение гильбертова пространства с базисом {/„},«== 0,
1 , 2 , . . . ,  изометрически на пространство функций, суммируемых на |w |= l
в степени р — 2, так, чтобы / соответствовало — * -  einQ. Тогда образом И
V 2  п
будет пространство Н2> а оператору сдвига 6 * будет соответствовать в И2 
оператор умножения на eiQ. Таким образом оператор сдвига сводится в 
пространстве И2 к оператору умножения на w функций f(w ) £ И2 ∙ Sf≈w f(w ).
Т е о р е м а  1. (Бёрлинг). Пусть М-подпространство в И2, инвариант­
ное относительно S. Тогда, если М ф { 0 }, то существует внутренняя 
функция I(w) : \ I(zv)\≤\ при \w\<\t \ I(eie) | =  1 почти всюду такая, что 
М = 1 Н 2У где
(2 ) { I f : / e ^ 2}∙
Внутренняя функция I(w), соответствующая инвариантному подпросш 
транству М , единственна с точностью до множителя eia. Обратно, 
всякое подпространство вида (2 ) является замкнутым и инвариантным 
относительно оператора S.
Приведем формулировки теорем, дающих распространение результатов 
Бёрлинга о структуре инвариантных подпространств оператора сдвига в 
пространствах Z, 2 и И2 (случай р =  2 ) на произвольные р > 0 . Распростране­
ние теоремы Бёрлинга на р > 0  было дано Сриниваном и Вангом.
Т е о р е м а  2. Всякое замкнутое инвариантное относительно умно­
жения на eie подпространство E a L p имеет следующий вид:
1 ) в случае, когда eiQE ≈ E ,  тогда E —xAL„y где %а — характеристичес­
кая функция некоторого множества А на \w\~l .
2 ) в случае у когда eiQE c iE  (включение строгое), тогда E≈u>Hpi где 
I со(£/е) I =  1 почти всюду на | w\≈  1 , Нр —  пространство граничных значений 
аналитических в \w\<\ функций из обозначаемого той же буквой прос­
транства Харди .
Из этой теоремы немедленно получается описание замкнутых инвариант­
ных подпространств оператора сдвига в пространствах Ир.
Т е о р е м а  3. Произвольное непустое, замкнутое, инвариантное от­
носительно умножения на ei0 подпространство Е<^ИР имеет вид Е — 1НР, 
где /(eiQ) —  граничные значения внутренней функции /(те/),. (| I(w) | ≤ 1  при 
I w |< 1 и I l(ei0) |= 1 почти всюду).
Сформулированные в п. 1 теоремы в п. 2  легко переносятся с \w\≈l  
на замкнутые спрямляемые жордановые кривые у. При этом вместо прос­
И н в а р и а н т н ы е  п о д п р о с т р а н с т в а  в п р о с т р а н с т в а х  г р а н и ч н ы х  з н а ч е н и й 1 0 7
транства Нр берутся пространства Ер> состоящие из граничных значений 
f(Q функций f(z) из класса В. И. Смирнова Ep(G)t (у ≈ ∂G ).  Вместо умноже­
ния на eiQ рассматривается умножение на £.
2. Инвариантные подпространства оператора умножения на £ в прос­
транствах граничных значений аналитических функций в областях со 
спрямляемой границей. Теорема Бёрлинга дает описание инвариантных 
подпространств оператора умножения на е£0 в пространстве граничных зна­
чений аналитических в единичном круге функций класса /fa. При переходе 
к произвольной односвязной области G с жордановой спрямляемой грани­
цей у естественным аналогом классов Нр в круге являются классы Ер 
В. И. Смирнова, важные свойства которых были установлены М. В. Келды­
шем и М. А. Лаврентьевым. Напомним известное определение этих классов: 
(см., напр., [2 , 8 ]) f{z) £ Ep(G\ если существует последовательность жорда- 
новых спрямляемых контуров у„crG, у„-»у, таких, что
∕  \f(z)\p\dz\≤C, п =  1 ,2 ........
Чп
Функции f(z) класса Ер имеют почти всюду на у угловые граничные значе­
ния f (Q $ L p(y). Вместо умножения на eiQ в случае единичной окружности 
при переходе к пространствам граничных значений на у функций класса Ер 
естественно рассматривать умножение на £•
Т е о р е м а  4. Всякое замкнутое инвариантное подпространство 
Ec≡Ej,, такое, кто ^ Е ^ Е  {не сводящееся к тривиальному Е = { 0 }) имеет 
eu∂E≈IEp , где I(Q  — граничные значения внутренней функции I(z), \I(z)\-≤>\ 
в G, I /(О I =  1 почти всюду на у.
Доказательство может быть получено, используя хорошо известный 
факт, что при конформном отображении z =  (p(w)> (w =  \\f(z)) области G на 
круг \ w\<\  соответствие
f (z ) е Нр
является изометрическим отображением пространств граничных значений 
аналитических функций соответствующих классов.
Пусть Е  —  замкнутое, инвариантное относительно умножения на £ 
подпространство Ер. Обозначим через Е  подмножество НрУ состоящее из 
всех функций вида
Е  =  {Л ч > Й ) 1  J 4 > W }. г д е  Д О  С  Е.
Тогда Е  — замкнутое подпространство пространства Нр, инвариантное 
относительно умножения на ср(£). Используя уже отмечавшиеся результаты, 
можно тогда сразу проверить, что подпространство Е  является также инва­
риантным подпространством Нр относительно умножения на £==£|Ч>. Действи­
тельно, взяв f ^ E  и последовательность {П*(£)} многочленов от £, равно­
мерно сходящихся на у к функции \j/(Q, мы имеем при достаточно боль­
ших k > K :
}• I S /H O W 'VWY-- ∏ A v m / М Ш V W  I" I db I 
= ∕  lv«)/«)-∏ *«)/«) Г 1 dX, I = ∕  IV «) -  ∏*(0 r  1/(0 N  dX, I ≤  e" ∕  I №  \p №  |.
1 08 Г .  Т у м а р к и н
Тем самым мы сумеем убедиться в инвариантности E<z:Hp относительно ум­
ножения на ^==eiB. Применим далее цитированную в п. 1 теорему Бёрлинга 
об инвариантных подпространствах Нр. Мы убеждаемся в существовании 
внутренней функции I(w), такой, что Е  ~1НР. После этого надо учесть, что 
при конформном отображении z =  <p(w) круга |-о;! <  1 на Q всем функциям
р ______
F(w) класса Нр будут соответствовать F(w)-+F[\\f(z)]\J \\r'(z) всевозможные 
функций* класса Ёр. Тогда можно будет сразу заключить, что инвариантное 
подпространство EczEp *шеет структуру Е = 1 .Е Р, где I(z) — I  [v|/(z)].
При доказательстве нам пришлось воспользоваться хорошо известными 
результатами о возможности аппроксимации в равномерных метриках соот­
ветственно на у функции \|/(Q многочленами от а функции ф( )^. на | £ | = 1  
многочленами от £ (см., напр., [5, 11]).
3. Циклические элементы оператора умножения на ? в простран­
ствах Ер. Напомним вначале известное определение циклических элементов 
оператора гильбертова пространства.
О п р е д е л е н и е .  Элемент / называется циклическим элементом 
ohepamopa S , если замкнутая линейная оболочка {S '7/ } элементов, полу­
чаемых применением к / всевозможных степеней п оператора S, совпа­
дает со всем пространством.
Циклическими элементами пространства Нр относительно оператора 
умножения на eiQ являются по терминологии Бёрлинга внешние функции 
F(w), т. е. функции, допускающие следующее параметрическое представле­
ние В. И. Смирнова :
(3) F(w) =  е-'и exp J  l∏ I / V е) \ dQ.
В п. 2 приведено распространение теоремы Бёрлинга об инвариантных под­
пространствах Нр оператора умножения на е*в на случай оператора умноже­
ния на £ в пространствах Ер. При этом формулировка результата для прос­
транств Ер оказалась аналогичной формулировке для пространств Ир. В то 
же время, как будет сейчас показано, структура параметрических пред­
ставлений циклических элементов в пространствах Ер будет в об|дем слу­
чае (для произвольных областей со спрямляемой границей) отличаться от 
структуры циклических элементов в пространствах Ир.
Для формулировки получающихся результатов нам понадобятся свой­
ства производной конформного отображения круга на области со спрямляе­
мой границей. В связи с тем, что <p'(w) входит в класс Ии эта функция 
допускает параметрическое представление
(4) ф '(«>) =  ela. Ia{w) exp l∏ I ф'(е'°) | d0.
При этом /0(w)≡≡l, и, следовательно, функция In | cp'(?e/) | представима в 
|^|<1 интегралом Пуассона-Лебега
(5) In I ч>'(ге‘')  \ =  Г г т~~2— - 1 —ä— —  In I ф '(^/0) I d0y '  2к (J — 2r cos (0  — t)
только для областей класса В. И. Смирнова. Конструкция областей со 
спрямляемой границей, не удовлетворяющих условию В. И. Смирнова (5), 
была впервые осуществлена М. В. Келдышем и М. А. Лаврентьевым (см.,
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напр., [8 ]). Другой подход к построению примеров областей, не входящих 
в класс В. И. Смирнова, был предложен в работе [15] (см. также [14]).
Т е о р е м а  5. Циклическими элементами оператора умножения на 
С в пространстве Ер, р > 0 являются те и только те функции /(Q, ко­
торые суть угловые граничные значения функции f(z) класса Ер, допус­
кающие следующее представление:
Qt(z) ^
(6) f ( * )≈ r m ,e
Здесь: /*Щ  — внутренняя функция, зависящая только от области О, I*(z) 
=  7g[\|/(£)], где I G(W) —  функция, участвующая в параметрическом представ­
лении (4) функции ф'(?£>), а функция Qf(z)  внешняя:
1 2 п  f>ik) -4-  lot
Q/ Ы Щ  =  exp f  In I Q f  [<p(*/0)] I dO.
С л е д с т в и е .  Циклическими элементами оператора умножения на £ в 
пространствах Ер% р > 0  являются внешние функции тогда и только тогда, 
когда область G есть область В. И. Смирнова.
Мы не приводим здесь доказательства теоремы, так как при этом ис­
пользуются рассуждения, аналогичные примененным при обосновании тео­
ремы 4.
4. Инвариантные подпространства оператора, сопряженного к опе­
ратору сдвига окружности. Напомним вначале определение и известные 
факты, касающиеся сопряженного оператора в гильбертовом пространстве.
Пусть U  — линейный (ограниченный) оператор в гильбертовом простран­
стве Н. Тогда сопряженным U* оператором к U  называется оператор, опре­
деляемый соотношением [4]: ,
(7) (Ux, y )≈ (x ,  U*y), X. У 6 H.
В интересующем нас случае И  есть пространство Н2, a U  —  оператор 
сдвига S  или, что то же самое, оператор умножения на eiQ. Тогда, исполь­
зуя цитированный в п. 1 результат Бёрлинга, сразу получается описание 
структуры ^-инвариантных подпространств Н2. Каждое ^-инвариантное 
подпространство И2 имеет представление
(8 ) ^ 2 © ^ 2
в силу того, что 5 *-ин вариантное подпространство является ортогональным 
дополнением в Н2 к ^-инвариантному подпространству.
Заметим, что из представления (8 ) можно непосредственно извлечь 
лишь часть информации об ^-инвариантных подпространствах Н2.
Очень важная информация о характеристических признаках циклических 
элементов оператора S'' требует специального рассмотрения.
Впервые это было сделано в работе [13] Р. Дугласа, Г. Шапиро и 
А.?Шилдса. При этом оказалось, что описание нециклических элементов 
оператора S* может быть дано в терминах псевдоаналитического продол­
жения.
. , и  О п р е д е л е н и е. Пусть f(z) —  аналитическая в односвязной об­
ласти G со спрямляемой границей у функция, имеющая почти всюду на 
у угловые граничные значения /(С). Тогда говорят, что f(Q  имеет псев- 
доаналитическое продолжение через у в область G~~ {дополнение к G), 
если найдется мероморфная в G~ функция с ограниченной неванлиннов-
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ской характеристикой f~ (z )r имеющая на у угловые граничные значения 
/-(£ ), совпадающие с /(£) почти всюду на у.
Т е о р е м а  6  (Р. Дуглас, Г. Шапиро, А. Шилдс). f (e i9)£ H 2 тогда и 
только тогда является нециклическим элементом оператора S* сопря­
женного сдвига в Н 2, когда соответствующая аналитическая функция 
f(w) допускает псевдоаналитическое продолжение в | w \ >  1 .
Заметим, что ранее выполненные исследования автора по аппроксимации 
в различных интегральных метриках функций на окружности последова­
тельностями рациональных дробей с фиксированными полюсами, заданными 
таблицей {а*у}, позволили сформулировать необходимое и достаточное усло­
вие для нециклических элементов в терминах возможности приближения 
таких элементов в метрике L.2 последовательностями {/?*(£/0)} рациональных 
дробей с добавочным условием на расположение полюсов.
Т е о р е м а  7 (Г. Ц. Тумаркин). Для тогоу чтобы функция f (e iQ)^ L 2 
являлась нециклическим элементом пространства И2, необходимо и 
достаточно, чтобы существовала последовательность {R^w)} рацио­
нальных дробей с полюсами в точках {а*/}, расположенных в | w |> l,  
для которых выполняется условие
2* , 
lim ∕  \f(e,0) — Rk(eia)\2dQ≈0, причем ∑(1 — -----r)≤C, k ~ \ y 2 . . .
к —»oo 0 j  I a k J  I
Сформулированный результат оказался весьма важным и был использован 
как в работе Р. Дугласа, Г. Шапиро и А. Шилдса, так и в лекциях 
Н. К. Никольского об операторе сдвига [6 , 7]. Другая эквивалентная форма 
описания ^-инвариантных подпространств приведена в [6 ] :
^-инвариантное подпространство имеет вид Е — lim (b∏H^)1∙, где bn(w) —
Л —»OO
произведение Бляшке с нулями в точках {ал/} b \w \<\ с условием
∑ (I — I ал/ I) ≤  С, //=1 , 2 , . . . .
j  . V f;..
Эти результаты позволяют в качестве следствия установить, что мно“ 
жество нециклических элементов типа Fa первой категории в Н2.
5. И н в а р и а н т н ы е  п о д п р о с т р а н с т в а  о п е р а т о р а ,  с о п р я ж е н н о г о  к  о п е ­
р а т о р у  у м н о ж е н и я  н а  С ,  в  п р о с т р а н с т в е  ^ - г р а н и ч н ы х  з н а ч е н и й  / (£ )  а н а ­
л и т и ч е с к и х  ф у н к ц и й  к л а с с а  В .  И .  С м и р н о в а .  В  п. 3 были описаны инва­
риантные подпространства оператора S  умножения на С в пространствах Ер. 
При v =  2 пространство Е2 является гильбертовым пространством с нормой
11/11 =  / 1/ (С )1а 1^ | .
У
Поэтому можно рассматривать в гильбертовом пространстве Е2 опера­
тор »S*, сопряженный к оператору S  умножения на £.
Используя известные соотношения об инвариантных подпространствах 
сопряженного оператора в гильбертовых пространствах, можно записать 
следующее соотношение, определяющее ^-инвариантные подпространства 
Е2: S*E2czE2o SE£-c iE2 (откуда, опираясь на отмеченную в п. 2  структуру 
инвариантных подпространств оператора S , получаем: ^-инвариантные под­
пространства £Га имеют вид EqQ/E2).
Переходим теперь к описанию S* циклических элементов пространства Е2.
Т е о р е м а  8 . Для того, чтобы функция /(С )6 £ а являлась нецикли­
ческим элементом оператора S*, сопряженного в гильбертовом прос-
транс те е Е2 к оператору S умножения на £, необходимо и достаточно,
чтобы функция f(Qea9 где еи — (T∙ е*  ^ — угол наклона касательной
к  у в точке Q, совпадала почти всюду на у с граничными значениями 
мероморфной в G функции с ограниченной неванлинновской характерис­
тикой.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть f (Q  —  S* нециклический элемент пространства
Е2. Множество всех нециклических элементов оператора S* (сопряженного 
к S  — умножению на Q этого пространства обозначим через jV, /£jV. 
В ортогональном дополнении /V в Е2 возьмем какой-либо элемент g^E^QIV, 
^ФО. Тогда, используя известное соотношение, определяющее сопряженный 
оператор (см. п. 4), можно записать следующие равенства
(Zng, f )  =  (g, S*nf )  =  О, n ≈ 0, 1, 2........
Это означает, что
(9) К я£ (О Ж ) 1^1 =  0, «  =  0 , 1 , 2 , . . .
Y
После применения конформного преобразования z =  q>(w) круга |w |< l на 
область О, которое для областей со спрямляемой границей по известной 
теореме, установленной Лузиным и Приваловым (независимо от них Риссом), 
остается абсолютно непрерывным и на границе круга \w\*=\, имеем из (9)
(10) /  [Ф (£)Г  & [Ф ( Ш й Ш  'I Ф '(5)‘| 1 ^ 1  =  0, n≈O, 1 , 2 , . . . ; , .
1 $ 1=1
Воспользуемся уже использованным нами ранее хорошо известным фак­
том возможности приближения в метрике пространства С на |£|=1 любых, 
степеней k =  0, 1, 2 , . . . ,  линейными комбинациями системы {[Ф(£)]"} 
п== 0, 1, 2 , . . . .  (Этот факт является следствием теоремы Уолша (см., напр., 
[ 1 1  ]), о том, что функции [vj/(г)]*» аналитические внутри G и непрерывные в 
G, можно приблизить в равномерной метрике в G многочленами от z .) 
Тогда из (10) следуют равенства
(И )  ч|/_ V ф Ч Ш Л ф (4 ) ]7 W W  I < 1  =  0 . k = o ,  1 , . . .
Условия (11) дают возможность заключить, что функция
Т [< ?т  \/<pW"
является почти всюду на |£| =  1 угловыми граничными значениями аналити­
ческой в круге \w\<\ функции F(w) класса Нх (см., например, [8 ]). Но 
тогда функция E[\\r(z)]\\ßf(z) является аналитической в области С? функцией 
класса Е г.
Поэтому функция
∙ /'- ∙> v» ∙i« -∙,|. л ? »  . « а
как частное аналитической в области G функции F[\\f(z)]\\ff (z) класса Е х и 
функции g(z) класса Е2> будет мероморфной в области G функцией с огра­
ниченной неванлинновской характеристикой. Очевидно, что п о д о б н ы м  же 
свойством обладает функция
И н в а р и а н т н ы е  п о д п р о с т р а н с т в а  в  п р о с т р а н с т в а х  г р а н и ч н ы х  з н а ч е н и й  1 1 1
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/io\ ^ 2 f ( z ) v ' ( z )
1 } " I v ' WI  Мг)
Принимая далее во внимание геометрический смысл аргумента производной 
¥40» существующей почти во всех точках границы у и дающей угол по­
ворота касательной (имеющейся также в почти всех точках у) при конформ­
ном отображении G на круг |«;|<1, имеем:
(13) J?3GL≈ / ‘к > |v'(QI
где t — угол наклона касательной к у в точке С 6 у, соответствующей при 
конформном отображении w =  y(z) области G на |та*|<1 точке  ^=  eiQ окруж­
ности I w 1=1. Учитывая значение функции \i(z) в точке £, (v(C) =  5 =  £/0)> 
имеем для граничных значений функции ( 1 2 ), существующих почти всюду 
на у, следующее выражение :
. п _  _ - —I * т ^ _ _ - 7 7 г ^ Г Г . 
ц/(С) I ~
С о г л а с н о  о т м еч ен н о м у  с в о й ст в у  эта  ф ункц ия  б у д е т  я в ля ться  почти 
в с ю д у  на у у г л о в ы м и  граничны ми значениями м ером орф н ой  в о б л а с т и  G 
функции, и м ею щ ей  в G огран и чен н ую  н ев ан ли н н о в скую  ха ра ктер и сти к у .
Аналогичными рассуждениями может быть доказано утверждение о 
том, что сформулированного в условии теоремы требования о функции 
f (Qelt быть на у угловыми граничными значениями мероморфной в G функ­
ции Ф(г) с ограниченной характеристикой достаточно для нецикличности 
f(Q$E2 Для оператора 6 1*, сопряженного оператору 5  умножения на £.
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